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Abstract

The study of the gaze behavior using images is an ongoing research area of signi�cant
relevance in sociology and psychology for its participation in multiple cognitive processes.
The use of Convolutional Neural Networks for their study is the standard option, but
they need accurate gaze data in order to improve their estimation. The lack of gaze data
in some populations, such as children or the elderly, makes the estimations of the devices
that use this technology less accurate with them. In this project, and with the objective
to solve this lack of available data, we propose a 3-camera system that will allow us to
calculate the gaze vectors of any person in a simple, accurate and minimally invasive way,
explaining step by step all the mathematical concepts involved in its calculation.

Resum

L’estudi del comportament de la mirada a partir d’imatges �es un camp d’investigaci�o
especialment rellevant dins la sociologia i psicologia per la seva participaci�o en diver-
sos processos cognitius. L’�us de xarxes neuronals convolucionals pel seu estudi �es l’opci�o
est�andard, per�o requereixen dades precises sobre la mirada pel seu correcte funcionament.
La falta de dades sobre la mirada en certes poblacions, com nens o ancians, fa que els
dispositius que utilitzen aquesta tecnologia siguin menys precisos amb ells. En aquest
treball, i amb l’objectiu de solucionar aquesta manca de dades disponibles, proposem un
sistema de 3 c�ameres capa�c de calcular els vectors mirada d’una persona qualsevol de
forma senzilla, precisa i poc invasiva, explicant pas a pas els conceptes matem�atics invo-
lucrats en el seu c�alcul.
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1 Introducció

L’estudi de la interacci�o persona-ordinador (IPO) analitza la forma en qu�e interaccionem
amb computadores, robots, dispositius intel·ligents i altres m�aquines, quan en fem �us, per
tal de con�eixer la in
u�encia personal o social d’aquesta interacci�o i millorar l’experi�encia
de l’usuari.

Hi ha molts aspectes del comportament d’una persona quan interacciona de forma na-
tural amb una m�aquina que poden ser modelats i analitzats. Entre ells destaquen el
comportament del cos i la cara com, per exemple, en sistemes intel·ligents que s’adapten
a l’expressi�o facial o als gestos i posicions de les mans. La veu i la mirada s�on altres
indicadors del nostre comportament rellevants en l’estudi de la IPO.

En el cas de la mirada, el desenvolupament de dispositius capa�cos de recol·lectar in-
formaci�o sobre ella �es de potencial inter�es per a aplicacions de m�arqueting, entreteniment
o, �ns i tot, assist�encia a persones amb discapacitat. De fet, l’estudi del comportament de
la mirada t�e un gran pes dins la sociologia i psicologia, ja que es considera un dels indica-
dors m�es importants en l’an�alisi del comportament no verbal per la seva alta participaci�o
en molts processos cognitius com la transmissi�o, conscient o no, de l’estat emocional o
cap a on es dirigeix l’atenci�o [2].

Una de les tasques m�es complicades, dins l’estudi del comportament de la mirada, �es
la d’estimar la direcci�o de la mirada nom�es a partir d’imatges de la cara d’una persona.
En aquest cas, �es habitual fer �us de Xarxes Neuronals Convolucionals (CNN) per tal
d’obtenir una bona estimaci�o.

La precisi�o de la CNN encarregada d’estimar el vector mirada dep�en d’un conjunt de
dades, les dades d’entrenament, format per diverses imatges de cares de persones amb
el seu vector mirada corresponent adjunt. Aquest conjunt de dades mostra l’estimaci�o
perfecta del vector mirada (anomenat ground truth del vector mirada) en diversos casos
i, mitjan�cant certs algorismes d’aprenentatge, s’encarrega de millorar la precisi�o de l’es-
timaci�o donada per la CNN.

L’objectiu d’aquest treball �es proporcionar un m�etode que permeti formar aquest conjunt
de dades i que sigui apte per recol·lectar i analitzar les dades sobre la mirada pertinents
de qualsevol persona, especialment per a persones excloses o poc representades en aquests
estudis com ara nens o ancians, ja que la falta de dades conegudes i contrastades d’aquests
grups limita l’�us i l’efectivitat de les CNNs en ells.

Hi ha gran diversitat de m�etodes que permeten calcular el ground truth del vector mirada
i que podem utilitzar per conformar un conjunt de dades d’entrenament adient. Alguns
d’aquests m�etodes s�on molt intrusius o restringeixen el seu �us a condicions de laboratori,
com aquells que utilitzen electrooculogrames. Altres opcions, disponibles actualment al
mercat, requereixen dispositius espec���cs com c�ameres infraroges o eye trackers que po-
den ser invasius, costosos o restringir el seu funcionament �optim a certes condicions.

Aix�� doncs, proposem un sistema per a l’obtenci�o del ground truth del vector mirada
basat en c�ameres remotes (no muntades al cap) per ser una de les alternatives m�es 
exi-
bles i poc invasives. Aquesta opci�o requerir�a un calibratge de c�ameres previ, on estimarem
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els par�ametres de la c�amera involucrats en el proc�es de creaci�o d’imatges, amb l’objectiu
d’obtenir un vector mirada prec��s.

El nostre sistema comptar�a amb tres c�ameres per tal de proporcionar el ground truth
del vector mirada des de diferents angles i posicions, augmentant aix�� la diversitat d’i-
matges que conformaran el conjunt de dades d’entrenament i l’adaptabilitat de la CNN
a diferents imatges facials.

En la seg�uent secci�o, explicarem pas a pas els detalls del funcionament del nostre sis-
tema multic�amera. Comen�carem per detallar les condicions que ha de reunir el nostre
entorn de treball i les caracter��stiques de cada sessi�o de gravaci�o, especi�cant qu�e haur�a
de fer el participant durant la prova i per quin motiu.

Tot seguit, especi�carem els detalls del model matem�atic considerat per establir una
correspond�encia entre el nostre entorn tridimensional i les imatges bidimensionals obtin-
gudes per les c�ameres. Veurem que aquesta correspond�encia pot expressar-se de forma
matricial i dependr�a de diversos par�ametres, que dividirem en par�ametres extr��nsecs (els
que depenen de la posici�o a l’espai de cada c�amera) i par�ametres intr��nsecs (els que de-
penen de les caracter��stiques internes de cada c�amera). Parlarem de cada un d’aquests
par�ametres i de com estimar-los en el proc�es de calibratge.

Acabarem la seg�uent secci�o parlant del model geom�etric de l’ull, de com estimarem la
seva posici�o a l’espai, i d’on est�a el punt d’origen del vector mirada que volem calcular.

Per acabar, a la secci�o �nal especi�carem els detalls de la nostra implementaci�o i mostra-
rem i explicarem els resultats obtinguts.
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2 Metodologia

2.1 Escena 3D

El nostre objectiu �es estimar, amb la m�axima precisi�o possible, el ground truth dels vec-
tors mirada d'una persona en un entorn controlat i sota certes condicions.

L'entorn escollit ser�a una sala ben il·luminada amb un escriptori de treball que contingui
un ordinador, una pantalla i una cadira qualsevol que permetin a la persona observar la
pantalla directament i sense di�cultats mentre roman assegut a la cadira, que situarem
a una dist�ancia �xa predeterminada de la pantalla. Al voltant de la pantalla col ·locarem
les 3 c�ameres, de manera que puguem gravar des d'elles la cara i els ulls de la persona
sota tres angles diferents.

Aix�� doncs, per tal de recol·lectar les dades sobre la mirada que necessitem, durant cada
sessi�o de gravaci�o el participant seur�a a la cadira, que haur�a de romandre en la mateixa
posici�o durant tota la prova, i observar�a un determinat est��mul visual que es mostrar�a
per pantalla mentre les c�ameres graven la cara del participant.

L'est��mul visual que mostrem per pantalla durant la prova ens donar�a el punt �nal del
vector mirada que volem calcular, �es a dir, el punt que est�a observant el participant. Per
altra banda, el punt d'origen de cada vector mirada s'estimar�a a partir de les imatges de
la cara del participant capturades per les c�ameres.

Aquests punts s'expressaran en mil·l��metres en un sistema de coordenades que de�ni-
rem a conveni�encia per tal de representar el nostre entorn de treball tridimensional i
con�eixer les posicions relatives dels seus elements a l'espai.

En particular, ens interessa con�eixer les posicions relatives a l'espai de cada una de les
c�ameres, la cara del participant i cada punt mostrat per pantalla. Per aquest motiu,
�es de vital import�ancia que la posici�o de les c�ameres i pantalla quedi pr�eviament �xat i
no es modi�qui durant la prova. A la pr�actica, restringir els moviments del cap millora
l'estimaci�o de la posici�o dels ulls, per tant, durant la sessi�o de gravaci�o es demanar�a al
participant que mantingui el cap quiet i nom�es mogui els ulls per observar l'est��mul visual
mostrat.

2.1.1 Est��mul Visual

Existeix una forta relaci�o entre el que els usuaris miren i l'aspecte dels seus ulls. Per tal
d'estudiar aquesta relaci�o, s'han proposat diversos tipus de sistemes per recol·lectar el
ground truth del vector mirada on s'utilitzen diferents est��muls visuals, com ara v��deos,
imatges, textos, punts o objectes tridimensionals [2, 3, 4, 5].

Normalment, els est��muls visuals que s'utilitzen es restringeixen a aquells que poden
ser mostrats per una pantalla o projectats en ella, ja que s�on particularment rellevants
degudes a les seves implicacions pr�actiques en dispositius digitals amb pantalla i, a m�es,
�es una opci�o f�acilment aplicable.
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En el nostre cas, utilitzarem com a est��mul visual cercles que es generen en posicions
aleat�ories de la pantalla i van reduint el seu radi �ns a convertir-se en un �unic punt.

Es demanar�a que el participant pressioni una tecla, en el moment en qu�e el cercle es
torna un punt, per indicar-nos que est�a mirant al punt indicat i proporcionar-nos les co-
ordenades en p��xels d'aquest punt. Un cop el cercle sigui un punt, el participant tindr�a
un temps limitat abans que el punt desaparegui i es generi un nou cercle en una nova
posici�o.

Hem escollit aquesta opci�o perqu�e la reducci�o dels cercles i la seva posici�o aleat�oria fa
que el participant hagi d'estar atent a la pantalla i ens proporciona punts diferents a cada
prova. A m�es, la limitaci�o del temps disponible per clicar i proporcionar-nos una bona
mostra, ens assegura que el participant realment est�a mirant al punt marcat i, a m�es,
tamb�e incita a augmentar l'atenci�o del participant, ja que la prova acaba quan ens d�ona
un nombre pre�xat de mostres i, per tant, cada error allarga la seva durada.

2.2 Model de C�amera Estenopeica

El paper principal de les c�ameres en el nostre sistema �es el d'informar-nos de la posici�o
dels ulls del participant durant tota la prova. Per calcular la posici�o dels ulls, analitzarem
les imatges capturades per les c�ameres un cop acabada la prova.

Aix�� doncs, ens cal un m�etode que ens permeti estimar les coordenades d'un punt del
nostre escenari tridimensional a partir de les coordenades d'un punt en una imatge captu-
rada per les nostres c�ameres. Aquesta correspond�encia entre l'espai 3D i la seva projecci�o
al pla imatge, dep�en del proc�es de formaci�o d'imatges de les c�ameres.

El model m�es senzill que descriu el proc�es de formaci�o d'imatges d'una c�amera �es el
model de c�amera estenopeica (pinhole camera model) on l'obertura de la c�amera, l'ori�ci
per on entra la llum al dispositiu, es descriu com un �unic punt, l'estenop. En aquesta
simpli�caci�o, l'estenop juga el paper de centre de projecci�o d'una projecci�o central. Aix��
doncs, els punts de l'espai que queden dintre del camp de visi�o de la c�amera seran pro-
jectats, mitjan�cant feixos de llum que passen per l'estenop, cap a l'interior de la c�amera,
on es formar�a la imatge.

Aquesta imatge es correspondr�a amb la dels punts projectats en un pla, el pla imat-
ge, a una certa dist�ancia �xada del centre de projecci�o.

Per tant, si prenem el centre de projecci�o com a origen del nostre sistema de coordenades
de l'espai vectorial Euclidi�a R3, i de�nim un dels seus eixos com la recta perpendicular al
pla imatge, que ens indica cap a on est�a enfocada la c�amera, obtenim el model:
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Figura 1: Model de c�amera estenopeica

On:

ˆ OC �es el centre de projecci�o o centre �optic.

ˆ P �es un punt qualsevol de l'escenari 3D amb coordenades (Px ; Py ; Pz) en f Cg.

ˆ q �es la projecci�o del punt P en el pla imatge

ˆ c �es el punt principal, on l'eix principal (o eix �optic) interseca amb el pla imatge.

ˆ f �es la dist�ancia focal.

El model descrit simpli�ca molts aspectes d'una c�amera. No nom�es considera l'aper-
tura de la c�amera com un �unic punt, sin�o que tamb�e ignora els efectes d'enfocament o
el paper de les lents i el seu gruix, que concentren o dispersen els raigs de llum i poden
produir una certa distorsi�o en les imatges o la difuminaci�o d'objectes no enfocats.

El principal problema d'aquest model �es el de no tenir en compte la distorsi�o radial
provocada per l'efecte de les lents de la c�amera, ja que aquesta distorsi�o es va fent m�es
gran en els punts m�es allunyats del centre de la c�amera, deformant-la i fent que s'allu-
nyi de la representaci�o que donaria el model ideal. A la pr�actica, entre menor sigui la
dist�ancia focal (i qualitat) de les lents, major ser�a la distorsi�o de les imatges.

Per solucionar aquest i altres errors, generalitzarem el model de la c�amera estenopei-
ca �ns a arribar a un de prou prec��s per a utilitzar-lo en aquest projecte. Cal tenir en
compte que, tot i que el model considerat prov�e del model general de c�amera projectiva,
en cap cas arribarem a treballar amb les eines pr�opies de la geometria projectiva com els
espais projectius, rectes a l'in�nit o perspectives, sin�o que treballarem sempre dins del
marc de la geometria Euclidiana entre espais vectorials deR3 o R2.

Aix�� doncs, simpli�carem la projecci�o de l'espai tridimensional en el pla imatge com a
una aplicaci�o lineal entre espais vectorials Euclidians per tal de poder expressar matri-
cialment aquesta transformaci�o, a partir de la matriu associada a l'aplicaci�o, i treballar
amb les eines t��piques de l'�algebra lineal. D'aquesta manera, els c�alculs involucrats es sim-
pli�quen a problemes matricials on, per tal de treballar l'espai euclidi�a com a subconjunt
de l'espai projectiu, utilitzarem sempre coordenades homog�enies on l'�ultima coordenada
representar�a els punts a l'in�nit i, a la pr�actica, ser�a sempre 1.

Tornant al nostre model inicial (Figura 1), podem obtenir les coordenades del punt q
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projectat al pla imatge a partir de les coordenades del punt P i la dist�ancia focal f.
Considerant els eixos en vermell en la seg•uent �gura:

Figura 2: Projecci�o central del punt P

Observem que formen triangles rectangles semblants (vegeu la Figura 3), �es a dir, amb
costats proporcionals i mateixos angles interns i, per tant, utilitzant aquesta proporcio-
nalitat (i que Pz 6= 0 i f 6= 0) podem obtenir les coordenades (qx ; qy) de q:

qx

f
=

Px

Pz
=) qx = f

Px

Pz
qy

f
=

Py

Pz
=) qy = f

Py

Pz

Figura 3: Triangles rectangles de la projecci�o central

Per tant, en el sistema de coordenades de la C�amera, el punt q queda representat per:

q = ( f
Px

Pz
; f

Py

Pz
; f )
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I, com sabem que tot punt es projecta al plaf Z = f g, podem prescindir de l'�ultima
coordenada i representar la projecci�o central al pla imatge mitjan�cant una aplicaci�o lineal
g1 entre l'espai vectorial Euclidi�a R3 i l'espai vectorial Euclidi�a R2 de�nida per:

(X; Y; Z ) 7�! g1(X; Y; Z ) = ( f
X
Z

; f
Y
Z

)

O, utilitzant coordenades homog�enies:

g1 :

0

B
B
@

X
Y
Z
1

1

C
C
A 7!

0

@
fX
fY
Z

1

A =

0

@
f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0

1

A �

0

B
B
@

X
Y
Z
1

1

C
C
A

On, per alleugerir la notaci�o, utilitzarem:

K 1 =

0

@
f 0 0
0 f 0
0 0 1

1

A i
�

K 1 0
�

=

0

@
f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0

1

A

Per tant, de forma compacta, donat un punt P qualsevol de l'espai amb coordenades
homog�enies (Px ; Py ; Pz; 1)T en f Cg, obtenim el seu punt q projectat al pla imatge amb
l'expressi�o:

q =
�

K 1 0
�

� P

2.2.1 Generalitzaci�o del model: Desviaci�o del punt principal

En el model b�asic de c�amera estenop�eica hem establert una correspond�encia entre els punts
del pla imatge i els de l'espai tridimensional del m�on real. Aquesta correspond�encia, repre-
sentada a trav�es d'un producte matricial, considera que la c�amera realitza una projecci�o
central perfectament lineal, de manera que l'eix �optic de la c�amera interseca el centre
exacte del pla imatge en l'anomenat punt principal (vegeu Figura 1).

Podem observar doncs, que els punts del pla imatge tenen com a centre de coordena-
des el punt principal, que coincideix amb el centre de la imatge. A la pr�actica, veurem
que el punt principal acostuma a estar lleugerament desviat del centre de la imatge i
que la seva posici�o dep�en de les caracter��stiques de cada c�amera. A m�es, les imatges
digitals que extraurem acostumen a estar expressades en p��xels i a tenir l'origen de coor-
denades (el punt (0,0)) en la cantonada superior esquerra de la imatge, no en el seu centre.

Aix�� doncs, considerem que les coordenades (^cx ; ĉy) del punt principal c expressades
en mm (m�es endevant, quan les expressem en p��xels, les denotarem per (cx ; cy)), de la
mateixa manera que la dist�ancia focal f, s�on par�ametres interns de la c�amera que haurem
d'estimar per tal de trobar la correspond�encia entre els punts de la imatge i els del m�on
real. A m�es, per ajustar-nos a la notaci�o habitual, moure'm el nostre punt d'origen del
pla mitjan�cant una translaci�o de vector (^cx ; ĉy) per tal de situar-lo a la cantonada supe-
rior esquerra de la imatge digital obtinguda. Per tant, afegint la translaci�o esmentada,
obtenim l'aplicaci�o g2 : R3 7�! R2 de�nida per:
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Figura 4: Sistemes de coordenades del pla imatge

g2 :

0

B
B
@

X
Y
Z
1

1

C
C
A 7!

0

@
fX + ĉxZ
fY + ĉyZ

Z

1

A =

0

@
f 0 ĉx 0
0 f ĉy 0
0 0 1 0

1

A �

0

B
B
@

X
Y
Z
1

1

C
C
A

on:

K 2 =

0

@
1 0 ĉx

0 1 ĉy

0 0 1

1

A i K 2K 1 =

0

@
f 0 ĉx

0 f ĉy

0 0 1

1

A

I, com abans, de forma compacta ens queda l'expressi�o:

q =
�

K 2K 1 0
�

� P

Observem que les matriusK 1 i K 2 de�neixen aplicacions lineals conegudes. Per una
banda la matriu K 1, que representa la projecci�o central, �es la matriu associada d'una
homot�ecia de centre OC = (0 ; 0; 0) i ra�o f que de�neix una relaci�o de semblan�ca entre
l'objecte original i el transformat, on cada punt de l'objecte original i el seu punt imatge
estan alineats amb el centre de l'homot�ecia.

Per aquest motiu, hem pogut trobar les coordenades del punt projectat utilitzant sem-
blan�ca de triangles i, intu•�tivament, podem entendre aquesta transformaci�o com un redi-
mensionament d'un objecte (ampliaci�o o reducci�o) per un factor f. De fet, en angl�es i
en coordenades homog�enies, a una matriu amb la forma deK 1 se l'anomena2D Scale
Matrix , �es a dir, matriu de redimensionament 2D.

Per altra banda, com ja haviem comentat, la matriu K 2 de�neix una translaci�o de vector
(ĉx ; ĉy) i s'encarrega de moure el punt origen del pla imatge, per tant, l'acci�o deK 2 es
pot interpretar com un canvi de coordenades del pla imatge.
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2.2.2 Generalitzaci�o del model: P��xels no quadrats

El nostre model considera que les coordenades de la imatge s�on Euclidianes, comportant-
se d'igual manera en els seus eixos. En el cas d'algunes c�ameres d��gitals, com aquelles que
funcionen amb sensors CCD o CMOS, on les coordenades del pla imatge seran mesurades
en p��xels, existeix la possibilitat de que els p��xels que conformen la imatge no siguin qua-
drats i, en conseq•u�encia, durant la captura de la imatge s'introdueixin escalats diferents
en els dos eixos que conformen l'amplada i l'al�cada de la imatge digital.

Si el nombre de p��xels per unitat de dist�ancia (mil ·l��metres en el nostre cas) en el pla
imatge �es mx per l'eix x i my per l'eix y, llavors la transformaci�o de coordenades de
l'espai tridimensional (en mm) a coordenades del pla imatge (en p��xels) ve donada per
l'aplicaci�o g : R3 7�! R2 de�nida per:

g :

0

B
B
@

X
Y
Z
1

1

C
C
A 7!

0

@
mx fX + mx ĉxZ
my fY + my ĉyZ

Z

1

A =

0

@
mx f 0 mx ĉx 0

0 my f m y ĉy 0
0 0 1 0

1

A �

0

B
B
@

X
Y
Z
1

1

C
C
A

on:

K 3 =

0

@
mx 0 0
0 my 0
0 0 1

1

A i K 3K 2K 1 =

0

@
mx f 0 mx ĉx

0 my f m y ĉy

0 0 1

1

A

i, utilitzant la notaci�o K 3K 2K 1 = K , obtenim l'expressi�o:

q =
�

K 0
�

� P

Observem que, de nou, la matriuK 3 afegida �es una matriu d'escalada, per�o aquest
cop utilitza dos factors d'escalada diferents, un per a cada coordenada del pla imatge.

Anomenarem matriu intr��nseca de la C�amera a la matriu K obtinguda i la represen-
tarem utilitzant la notaci�o seg•uent:

K =

0

@
f x 0 cx

0 f y cy

0 0 1

1

A o K =

0

@
f x s cx

0 f y cy

0 0 1

1

A

On:

ˆ f x = mx f i f y = my f s�on les dist�ancies focals dels eixos X i Y expressades en p��xels.

ˆ c = ( cx ; cy) = ( mx ĉx ; my ĉy) �es el punt principal expressat en p��xels.

ˆ s �es un factor de biaix anomenatskew.

A la pr�actica, f x i f y tindran valors molt similars i el punt c ser�a proper al centre de la
imatge. Tot i aix�o, aquestes variacions s�on bastant signi�catives i caldr�a tenir-les en con-
sideraci�o. En canvi, a la majoria de c�ameres podem menysprear el valor s i considerar-lo
nul, ja que nom�es apareix quan els angles interns dels p��xels no s�on de 90º.
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2.2.3 Distorsi�o

En de�nitiva, l'aplicaci�o g amb matriu associada K representar�a la nostra projecci�o.
Aquesta transformaci�o �es una aplicaci�o lineal, composici�o de les 3 aplicacions lineals
de�nides per les matrius K 3, K 2 i K 1. En particular aquesta simpli�caci�o, al ser con-
siderada perfectament lineal, conservar�a angles, dist�ancies i formes.�Es a dir, les rectes
de l'escenari 3D quedaran representades al pla imatge, sota aquesta model, com a rectes
amb els mateixos angles i dist�ancies proporcionals a les reals.

Ara b�e, sabem que les imatges obtingudes per la c�amera poden representar deformades les
rectes de l'escenari 3D, allunyant la imatge obtinguda per la nostra c�amera de la imatge
que obtindr��em seguint el nostre model lineal. Aquesta difer�encia es deu, principalment,
a la distorsi�o radial provocada per les lents de la c�amera.

Figura 5: Efectes de la distorsi�o radial [10]

En comptes d'afegir la distorsi�o radial al nostre model, corregirem la distorsi�o de les
imatges capturades per les c�ameres per tal d'obtenir imatges que s'ajusten al model lineal
que utilitzarem en aquest treball.

Figura 6: Exemple de correci�o de la distorsi�o radial d'una imatge

L'efecte de la distorsi�o radial es pot representar mitjan�cant una funci�o L(r) que dep�en
de la dist�ancia r d'un punt respecte al centre de distorsi�o. Normalment, es considera que
el centre de distorsi�o i el punt principal c = ( cx ; cy) coincideixen. Aquesta distorsi�o pot
expressar-se mitjan�cant una successi�o de Taylor:

L (r ) = 1 + k1r + k2r 2 + k3r 3 + k4r 4:::

On els kj s�on els coe�cients de correcci�o radial que volem estimar per tal de corregir la
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distorsi�o radial. En el pla imatge, nom�es tindrem dos coe�cients: k1 i k2 i, per tant,
tenim:

x = x̂ + x̂L (r )(x � cx )
y = ŷ + ŷL(r )(y � cy)

On (x,y) representa les coordenades ideals (sense distorsi�o) d'un punt qualsevol al pla
imatge en p��xels i ( x̂; ŷ) representa les coordenades del mateix punt, per�o amb distorSI�o
radial, �es a dir, les coordenades del punt tal com apareix representat a la imatge capturada
en p��xels.

2.2.4 Par�ametres Extr��nsecs

Fins ara, hem vist com a partir d'una imatge extreta per una de les nostres c�ameres,
podem reconstruir l'escena 3D i expressar la posici�o de punts a l'espai en mil·l��metres
i respecte a un sistema de coordenades C�amera que t�e l'origen en el centre de la lent
d'aquesta c�amera.

Per tant, tenim de�nida la relaci�o de correspond�encia entre una imatge i la c�amera que
l'ha capturat. Tot i aix�o, l'�us de diverses c�ameres ens genera la necessitat de trobar un
m�etode per poder expressar el mateix punt de l'espai en qualsevol dels sistemes de coor-
denades.

De nou, com estem treballant en l'espai vectorial Euclidi�aR3, podrem expressar els canvis
de coordenades de forma matricial, on nom�es interv�e una matriu 4x4, anomenada matriu
extr��nseca, formada per una matriu de rotaci�o R i un vector de translaci�o t, que s�on els
par�ametres extr��nsecs de la c�amera.

De forma intu•�tiva, podem dir que dos sistemes de coordenades a l'espai estan relaci-
onats entre si per una translaci�o t, que despla�ca un dels or��gens de coordenades cap a
l'altre, i una matriu de rotaci�o que rota els eixos d'un sistema de coordenades �ns a fer-los
coincidir amb el de l'altre.

Aix�� doncs, el canvi de coordenades en un sistemaf C1g a coordenades en un sistema
f C2g d'un punt P = ( Px ; Py ; Pz; 1)T , ve donat pel producte matricial seguent:

0

B
B
@

r1;1 r1;2 r1;3 t1

r2;1 r2;2 r2;3 t2

r3;1 r3;2 r3;3 t3

0 0 0 1

1

C
C
A �

0

B
B
@

Px

Py

Pz

1

1

C
C
A =

�
R t
0 1

�
� P

On:

R =

0

@
r1;1 r1;2 r1;3

r2;1 r2;2 r2;3

r3;1 r3;2 r3;3

1

A i t = ( t1; t2; t3)

Observem que el vector de translaci�o t tindr�a per components les coordenades del punt
origen del sistemaf C2g expressades en el sistemaf C1g, ja que si agafemP = (0 ; 0; 0; 1),
obtenim com a resultat el punt (t1; t2; t3; 1).

Per altra banda, per entendre com es modela la rotaci�o dels tres eixos a partir d'una
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�unica matriu 3x3, hem de recordar que les matrius que exempli�quen les tres rotacions
b�asiques d'angle � sobre els eixos X,Y i Z s�on, respectivament:

Rx (� ) =

0

@
1 0 0
0 cos� � sin �
0 sin� cos�

1

A ; Ry(� ) =

0

@
cos� 0 sin�

0 1 0
� sin � 0 cos�

1

A i R z(� ) =

0

@
cos� � sin � 0
sin � cos� 0

0 0 1

1

A

Per tant, la nostra matriu R modelar�a un gir d'angle � respecte a l'eix X, un gir
d'angle � respecte a l'eix Y i un gir d'angle 
 respecte a l'eix Z mitjan�cant el producte
de matrius de rotaci�o b�asiques seg•uent:

R = Rx (� )Ry(� )Rz(
 ) =

0

@
1 0 0
0 cos� � sin �
0 sin� cos�

1

A

0

@
cos� 0 sin�

0 1 0
� sin � 0 cos�

1

A

0

@
cos
 � sin 
 0
sin 
 cos
 0

0 0 1

1

A

On les rotacions b�asiquesRx (� ), Ry(� ) i Rz(
 ) es produeixen cap a l'esquerra quan
l'eix al voltant del qual estan de�nides apunta cap a l'observador i el sistema de coorde-
nades �es de m�a dreta.

Finalment, utilitzant les notacions de les anteriors subseccions, el punt q del pla imatge
queda representat per:

q =
�

K 0
�

�
�

R t
0 1

�
� P

2.3 Calibratge de C�ameres

2.3.1 Calibratge Intr��nsec

Hem vist que la correspond�encia entre els punts del nostre escenari 3D i els punts de les
imatges obtingudes per les c�ameres nom�es dep�en, en el nostre model, dels par�ametresf x ,
f y , cx , cy i la distorsi�o radial.

Aquests s�on els anomenats par�ametres intr��nsecs de la c�amera, ja que depenen de les
caracter��stiques internes de cada c�amera, i s�on els par�ametres que necessitem con�eixer
per tal de poder saber la posici�o d'un punt a l'escenari 3D a partir de la posici�o d'aquest
punt a la imatge capturada per una de les c�ameres.

Per aquest motiu, abans d'iniciar una sessi�o de gravaci�o, caldr�a realitzar un calibrat-
ge intr��nsec de cada c�amera, on s'estimaran els par�ametres intr��nsecs. A m�es, despr�es del
calibratge, haurem d'evitar reajustar l'objectiu o el zoom de la c�amera, ja que modi�-
car��em els par�ametres intr��nsecs de la c�amera i, per tant, seria necessari re calibrar.

Existeixen diversos m�etodes que permeten estimar els par�ametres intr��nsecs d'una c�amera.
En general, molts d'ells basen el seu funcionament en la captura d'imatges d'un objecte o
patr�o de mides conegudes amb exactitud sota diferents punts de vista. Podem diferenciar
aquest tipus de t�ecniques en funci�o de les dimensions del patr�o utilitzat, ja que es poden
utilitzar objectes tridimensionals, objectes plans, rectes o, �ns i tot, treballar �unicament
amb punts.
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A la pr�actica, l'�us de patrons plans �es una de les opcions que s'utilitzen m�es freq•uentment
per ser la m�es simple d'aplicar. Es poden utilitzar diferents tipus de patrons, com per
exemple patrons en forma de taulell d'escacs, patrons amb cercles o patrons ChArUco
(vegeu Figura 7).

Figura 7: Tipus comuns de patrons bidimensionals per calibrar

Podem elaborar nosaltres mateixos un patr�o escollint un dels seus models t��pics i les
seves mesures i imprimir-lo i adherir-lo a una superf��cie r��gida i plana que puguem moure
amb facilitat.

Un cop tinguem el nostre patr�o, el mourem davant la c�amera que vulguem calibrar, cap-
turant imatges d'ell en diferents angles i orientacions de manera que, el conjunt total de
les imatges capturades del patr�o, cobreixi tot el camp de visi�o de la c�amera. La dist�ancia
a la qual situarem el patr�o, respecte a la c�amera, ser�a aproximadament la mateixa a la
qual estar�a la cara del participant durant la prova i, en totes les imatges que fem servir
per calibrar, hi haur�a d'apar�eixer el patr�o complet (vegeu Figura 8).

Haurem de detectar els punts caracter��stics del patr�o en les imatges. Per exemple, en
el cas del taulell d'escacs, aquests punts s�on les interseccions de 4 caselles i s�on f�acilment
detectables. La detecci�o i selecci�o dels punts pot ser manual o b�e utilitzant m�etodes au-
tom�atics (que detecten intersecci�o de rectes, per exemple). Un cop tinguem marcats els
punts, es re�nar�a la seva posici�o �ns a obtenir una precisi�o en l'estimaci�o amb un error
inferior a 1 p��xel.

Recordem que el model de c�amera estenopeica mostrava la relaci�o entre els punts de
la imatge i els punts de l'entorn 3D. Aix�� doncs, seguint aquest model i a partir de la
posici�o dels punts caracter��stics del patr�o a les imatges i les mesures del patr�o en el m�on
real, podrem estimar els par�ametres intr��nsecs.

Un dels algorismes m�es utilitzats per resoldre aquest problema [6] assumeix, sense p�erdua
de generalitat, que el patr�o utilitzat en cada imatge pertany al pla f Z = 0g del sistema
de coordenades M�on que de�neix l'entorn 3D. Per tant, si abans ten��em:

q =
�

K 0
�

�
�

R t
0 1

�
� P

O, equivalentment, utilitzant la notaci�o R = ( r1; r2; r3) i P = ( X; Y; Z; 1)T :

q =
�

K 0
�

�
�

r1 r2 r3 t
0 0 0 1

�
�

0

B
B
@

X
Y
Z
1

1

C
C
A
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